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MJ 9.1. Linia ugiecia belki

lﬂ

/\\ Warstwy sciskane
(skrécone)

S ' >
' \Wa rstwy rozciggane
(wydtuzone)

Linia ugiecia = linia tgczaca srodki ciezkosci przekrojow poprzecznych odksztatconej belki.

Proste zginanie — przypadek obcigzenia kiedy wypadkowy moment zginajacy w przekroju
poprzecznym belki dziata wzdtuz jednej z gtdwnych osi bezwtadnosci.




M] 9.2. Warunek sztywnosci belki
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Réwnanie linii ugiecia belki:  y=f(z)

Strzatka ugiecia: f=max (|y|)

—Warunek sztywnosci belki:

fsfdop

f dop- dopuszczalna strzatka ugiecia
(..., mm, cm, ...)

far = 11— diugosé belki,
Zwykle: ~ Jdop =3 k — wspétczynnik zalezny od przeznaczenia belki,

—51; obrotu belki:

ta(a) = d_y y — ugiecie belki w danym punkcie,
9\%) =327  a-kat obrotu belki (rad)

Poniewaz zwykle kat o jest bardzo maty, wiec: tg(a) = a

_dy
- dz

Stad: a




mJJ 9.3. Rownanie rozniczkowe linii ugiecia belki
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Q do |
o Q

J ol |
f L | dz

=

A y=t(2)
Y
¥ !
Wedtug geometrii rozniczkowej Krzywizna osi belki
(dla uktadu osi y-z jak wyzej): poddanej czystemu zginaniu
| , (por. zginanie — war. bezpieczenstwa):
dZy ﬂ
L . —_ 1 My
p o ( £1_)1)2 2 P EJ
’ dz

g (EJ) - sztywnosc¢ gietna




mJJ 9.3. Rownanie rozniczkowe linii ugiecia belki
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d*y
__ dz? Mg
3
dy\*]* &
1+ (—y) J .
[ dz 5 Z
L (dy>2
poniewaz: 17 =0
vY
— Rownanie rézniczkowe linii ugiecia belki::
| I —— E — modut Younga
Q zy J — moment bezwtadnosci
E] 172 Mgy M,, —moment gnacy
y — ugiecie belki
i:(::l?:vl\(l;:tize I:} E] f —My,dz+ C | - rdwnanie ma kat obrotu (a = —)
powtdrne i :U_M dzdz -0 . e
catkowanie |:} Jy g(2) rownanie linii ugiecia

C, D - state catkowania, wyznaczane na podstawie warunkéw brzegowych



l“m 9.3. Warunki brzegowe - wyznaczanie statych catkowania
AGH

State catkowania C i D wyznacza sie:

a) z warunkow brzegowych, tzw. warunkow podparcia:

Y(z=0) = 0
Y=0) =0 Y= =0 AY z=0) = 0
o — o
~ ~ ~ - - VA == -~ - Z
o ~~~——-—”’ % ~~~\
I I
<& |-
vY vY
b) z warunkdw ciggtosci odksztatcen w sasiednich przedziatach, tzw. warunkéw szycia
(belki o wielu przedziatach zmiennosci funkcji momentu M,,):
~przedziat | przedziat ) przedziat n-1 przedziat n . ~ przedziat | przedziat
n-1 n____) & n
Z
o, 17 O, Yoy
. =1: 0= Oy . ope
przypadek niemozliwy przypadek niemozliwy
gdy nie ma przegubu Yn1=VYn dla belki ciggtej




mJJ 9.4. Wyznaczanie odksztatcen belek - przyktady
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Przykiad 9.1

Wyznaczy¢ ugiecie (f;) i kat obrotu («a;) na swobodnym koncu belki jak na rysunku.

Dane: EJ,P,I  Szukane: f;, o

Warunki brzegowe:
1) az=0 = ¥ ,y=0

PI? PI*
L T ic=0 D|C=-

2
2) ya=0 = Ye=p=0
E]y" = My PI3 P2 PP
' Q 6—21+D=OE}D=T

0<z<lI Mg(z):—PZI
RAwnania katow obrotu i linii ugiecia majg postac:

EJy" = My = Pz . 1(P, PD 1 (P, P? PB
pz? =y -5(z7-7) 5T+ 5)
EJy' = TN +C Stad:
Pz3 ag =7y, :_P_lz fg = B :P_lB
E]y=T+Cz+D B (z=0) 2E] B = Y (z=0) 3E]




l“m 9.4. Wyznaczanie odksztalcen belek - przyktady
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Przykiad 9.2
Korzystajgc z gotowych wzoréw na wartosci ugie¢ i katéw obrotu belek obcigzonych
poszczegdlnymi rodzajami obcigzen, obliczy¢ zgodnie z zasadg superpozycji ugiecie srodka
(v/2)) oraz katy obrotu w przekrojach podporowych (a,, o) belki jak na rysunku.

Dane: EJ, q,1  Szukane: f /., o 2 Schematoleigzenias Wzerrys
v | a4 _ ql®
Y R, AB ~ 24F]
\Y A B
o I ==l . 5ql*
- " | w2 T 384E]
P>
P _
%48 = 16E]
fam =Fa i+ fieia + Foe , _ PB
(1/2) z=1/2 z=1/2 z=1/2 | T = 185]
_ 5" quU 3-q*- 1 . M
Tam = 384E] 48EJ 48E] C M= g2 *4 =3
A B alf = Mt
f 37ql* = . A 6E] .
1/2) ~ 20ArT = | _3M
384E] M, = o
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Przykiad 9.2
Korzystajgc z gotowych wzoréw na wartosci ugie¢ i katéw obrotu belek obcigzonych
poszczegdlnymi rodzajami obcigzen, obliczy¢ zgodnie z zasadg superpozycji ugiecie srodka
(v/2)) oraz katy obrotu w przekrojach podporowych (a,, o) belki jak na rysunku.

Dane: EJ, q, |

R, q

Szukane: f;/2) @ %

“m 9.4. Wyznaczanie odksztalcen belek - przyktady

ay =i+ ah +alf

ql®> ql-1? ql*-1
aA = + +
24E] ' 16EJ ' 3EJ
_ 21qP
%4 = 48E]

Schemet elociExenizs \WizolyE
qa | g4 ql®
a =
4B 24E]
A B
—“ / > q . 5ql4
- B (/2) — 384E]
2
p_ P
4B~ 16EJ
3
fP B Pl
(1/2) — 48 EJ
Ml
M_ "
) "4 = 3E)
M = ql
C A B alf = M
z I % 6E]
g 3MI?

fl2 = 1ae
1/2) 48E]



l“m 9.4. Wyznaczanie odksztalcen belek - przyktady
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Przykiad 9.2
Korzystajgc z gotowych wzoréw na wartosci ugie¢ i katéw obrotu belek obcigzonych
poszczegdlnymi rodzajami obcigzen, obliczy¢ zgodnie z zasadg superpozycji ugiecie srodka
(v/2)) oraz katy obrotu w przekrojach podporowych (a,, o) belki jak na rysunku.

Dane: EJ, q,1  Szukane: f /., o 2 Schelmadelbeigzeniar Wzomys
& R ayp =
s\// Rp 4 & = B 24E]
- I = , _ 5ql*
a3 " | T2 T 384E]

P PI?
Aap —
B 16EJ
PI3

ag = aj +ag + ay

P —
faz) = 48E]

ql®> ql-1? ql*-1 M
] 16E] 6E] :-\ M= qr? 3E]
13ql3 2 . % B~ GEJ .
B = = g 3M
= fl = 255



l“m 9.4. Wyznaczanie odksztalcen belek - przyktady
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Przyktad 9.3
NapisaC rownanie rézniczkowe linii ugiecia belki jak na rysunku, obliczy¢ ugiecie jej srodka
(v/2)) oraz katy obrotu w przekrojach podporowych (a,, o).
2 2

2 ql
Z Mp=0 = g2 +L 4+L _Ri=o0

L k-0

Z Fiy=0= R,—ql—ql+Rz;=0

QR = 2ql

Dane: EJ,q,|  Szukane: f /), o, o
&
&

0SZ1S1/2 M 0<Z2 l/2 RB
2 2

Z Zy

My = _‘I71 Hql? Mgz2) = —CI7 +@' )
2 2
7 Zy 2 EIV' = —-M . Z_z_ 2al
EJy =_Mg(z) =CI7_ql Iy = g9(2) _qz qlz;
q
E]y’ =%Z1 qlzzl+C1 E]y —EZZ qlzz -|—C2
I? . q 4, ql,

EJy = 2q4Z‘{ — q7z1 +C,z, + Dy E]y = 2222~ ?zz + Cyzy + D,




l“m 9.4. Wyznaczanie odksztalcen belek - przyktady
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Przyktad 9.3 Dane: EJ, q, |
Szukane:f“/z), a,, O
0<z,<1/2 0<z,<1/2
q
EJy’ =gz§—qlzzl+61 EJy’ —gzz qlz; + C,
12 qa , ql ,
E]y:%z‘l‘_qTZ%_l_Clzl_l_Dl E]y 24Z2_?Z2+C2Z2+D2
@ warunki brzegowe: g’
1° y(z;=0)=0 = D;=0 20 ¥(z=0)=0 = D,=0

warunek ciggtosci odksztatcen na granicy sasiednich przedziatow: 2z, z,

¥ Y@ =U2)=-y@=12) vy \/ly

(ten sam kat ma przeciwng wartos¢ w obu ukfadach wspéirzed_niu_:l;)

TN l g1\’ 1\
2= —agl2( = — 1= R
q .. 4 q ;. 9

34
—13——13 C,=—72-DPB+-B-C Ci+Cy=—ql3
48 Tli=—78" T2 2 = C1+C2= 54



l“m 9.4. Wyznaczanie odksztalcen belek - przyktady
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Przyktad 9.3 \“// Dane: EJ, q, |
Szukane:f“/z), a,, O
0<2z,<1/2 0<2z,<1/2
, 4
EJy’ =%z§—qlzzl+61 EJy =gz§ —qlz; + C,
I? _q9 , 4al ;
E]y=%z‘{—q72%+clz1+D1 E]y =542 —52+ 22+ Dy
g’ warunki brzegowe: @
1° ¥(z21=0)=0= D=0 2° ¥(z2;=0)=0 = D,=0

warunek ciggtosci odksztatcen na granicy sgsiednich przedziatow:
, 34
3° ¥y (z1=1/2)=-y'(z22=1/2) ™ (1+C,= qu?’
4° y(zy =1/2) = y(z; = 1/2)

ql4qlzlzcl_ql4q113+cl
24\2) ~ 2 \z2) TC\z) T 22\2 3 \2 2\2
q q 9 5 4

— B-IB+C=— ~B+c, = Cl=62+1ql3
192 4 17192 12 2 6
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Przyktad 9.3 7
Y XY
OS21S1/2
/ q 3 2 E] ’—g
E]yzgzl—qlzl+61 3’—6
l
q ql? _1 4 4
E]y=ﬁz‘{—72%+clz1+D1 E]y 247273

warunki brzegowe: D=0 D,=0

M] 9.4. Wyznaczanie odksztalcen belek - przyktady

Dane: EJ, q, |
Szukane:f“/z), a,, O

OSZzgl/Z

z5; — qlzs + C,

—Zg + CzZz + DZ

_ 34
C1+Cz =4-_8ql

1
Cl = Cz +—q13

warunek ciggtosci odksztatcen na granicy sgsiednich przedziatow: -
1 34 13 21
Q —ql3 =—qgl3 ™ C, =—ql® ™ C;{=—ql3

é:! 6

Ostateczna postaé rownan katow obrotu i ugiec:

21

' _1/(q , 2 3 , _1/q 4
y(zq) = EJ <6Z1 ql°z, + 18 ql ) y(z3) = £ (622
1(q , [> , 21 1(q ,

13
+—ql?

2
22 + 15

)



mmﬂ 9.4. Wyznaczanie odksztatcen belek - przyktady
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Przyktad 9.3

Dane: EJ, q, |
Szukane: i), t, o
0<z,<1/2 0<2z,<1/2
, 1 /q 21 , 1 /q 13
Y(@) =g (gﬁ — ql?zy + Eqﬁ) Y'(22) =g (523 —qlz; + 4_8‘”3)
1(q , q* , 21 1(q , ql ; 13
= 4 i =—(=z4 - = ——ql3
21ql3 13ql3
— 4/ — O — — = =
“ =Y =0 = g “ =Yz 48E]
4 2
1({q/l ql? (1 21 1 37ql*
= = 2 = —| —1 — _——_— - _— 3— —
fa =y =U2) =4 (24 <2> 2 <z> t1s1! 2) 384E]
co odpowiada wynikom otrzymanym w przyktadzie 9.2:
_ 21qP° _ 37ql* _ 13qP°
%4 = 48E] Tamm = 384E] “B = 48E)




M]ﬂ 9.5. Belki statycznie niewyznaczalne - wyznaczanie reakcji
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Przyktad 9.4 Wyznaczy¢ reakcje i sity wewnetrzne dla belki jak na rysunku:

A q R Dane: EJ,q,|  Szukane: Ry, Rg, My, M, T,

MU n qlz
,.; i My=0= My——+RJl=0 (1)
Z Vx _ /\ i=1 2
R | e n
g | V) Fr=0 > Re-alim=0 Q)
M
o A T T T fep+ fer=0 (3)
z B -...l.. | q_% 1) Ugiecie belki pozbawionej podpory B:
Ras . z>
+ EV O<sz=<l EJy =-Mygy=a~+
M.. . AR o o 73 74
Vaf B Re| 2} By =T ¢, By=L t+ciz+D,
A\ % 6 24
' ! 3 3
Warunki brzegowe: a, =0 = J"(Z=l) =0 o) q? +C;=0 = Ci1= —q?
14 I3 4
Ya=0 = Y=p =0 = T _1 l+D;=0 = D1=q—
24 6 8
D, ql*

fBP=y(Z=0):E_] fBP:B—E,
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Przyktad 9.4 Wyznaczyc reakcje i sity wewnetrzne dla belki jak na rysunku:
Szukane: Ry, Rg, My, M,

A q Rg Dane: EJ, q, |
MU
o
B 14
- /N el
R, | fap = 8EJ
q [ y 2) Ugiecie belki pod wptywem sity Rg:
M "no_
U1 e T 0<z<l EJy' =
3, I
Al B 2
B + B|’ Warunki brzegowe:
My, Raz
A
Z y
/s Rp 3  Rp 3
=0 ——LB+—-B+D,=0p
3) Obliczanie sity Rg: Y@=h = 6 2 2
fep| |fBr \ fep =Y@=0) =
¢ 3 ql* Rl | 3

—M g(2) —

D,
EJ

M] 9.5. Belki statycznie niewyznaczalne - wyznaczanie reakcji

fept+ fegr=0

RBZ

T

(3)

R R
SV EJy = ——222 + C, E]y=—?Bz3+sz+Dz

o , Rg
""mt y(z=1) ZOQ_712+C2 =0|$ C, =

9 = —

Rp
22
2

Rgl3
3
Rgl3

~ 3EJ




M“UJ 9.5. Belki statycznie niewyznaczalne - wyznaczanie reakcji
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Przyktad 9.4 Dane: EJ,q,1  Szukane: Ry, Ry, My, M, T,
|
n qlz
i=1

n
E Fi,=0 = R,—ql+R,=0  (2)
i=1

4) Obliczanie pozostatych reakciji:

ql? 1,
(1) =» MU:T_RBI g MU=§ql
My, Ry > & 5
(2 5ql “e =t )= Ry=ql-Ry = |R,= gl
% y 5) Réwnania sit wewnetrznych:
||||| oL T 0<z<l T(z)=-RB+qz
I|||I|""""llllllln... i ~ 3 = 3
: —ql : ...u|||||||||::‘l 3q1 T(z,) = —gql + qzoz= 0 Z, = 51
InN I A — — 3 7
| 8
& | |I'I Mg(Z)qulZ—q7 Mg(O)ZO
v 2 2 2






